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Для дифференциального уравнения с запаздывающим аргументом

𝑢𝑡(𝜌, 𝜑, 𝑡) + 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) = 𝐷∆𝜌𝜑𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡) + 𝐾(1 + 𝛾𝑐𝑜𝑠(𝑢𝜃(𝜌, 𝜑, 𝑡− 𝑇 ))) (1)

относительно функции 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡 + 𝑠), заданной в полярных координатах 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅, 0 ≤
𝜑 ≤ 2𝜋 (𝑅 > 0) и 𝑡 ≥ 0,−𝑇 ≤ 𝑠 ≤ 0 (𝑇 > 0), в котором ∆𝜌𝜑 - оператор Лапласа в
полярных координатах, 𝑢𝜃(𝜌, 𝜑, 𝑡) ≡ 𝑢(𝜌, (𝜑+𝜃)𝑚𝑜𝑑(2𝜋), 𝑡) (0 ≤ 𝜃 < 2𝜋) – оператор поворота
пространственного аргумента, 𝐷,𝐾 – положительные постоянные, 0 < 𝛾 < 1, в области
𝐾̄𝑅 × R+, где круг 𝐾̄𝑅 = {(𝜌, 𝜑) : 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑅, 0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋}, R+ = {𝑡 : 0 ≤ 𝑡 < ∞},
рассматривается начально-краевая задача вида

𝑢𝜌(𝑅, 𝜑, 𝑡) = 0, 𝑢(𝜌, 0, 𝑡) = 𝑢(𝜌, 2𝜋, 𝑡), 𝑢𝜑(𝜌, 0, 𝑡) = 𝑢𝜑(𝜌, 2𝜋, 𝑡),

𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡 + 𝑠)|𝑡=0 = 𝑢0(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈ 𝐻1(𝐾𝑅;−𝑇, 0). (2)

В (2) пространство начальных условий 𝐻1(𝐾𝑅;−𝑇, 0) = {𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) : 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈ 𝐶(𝐾̄𝑅 ×

[−𝑇, 0]), 𝑢(𝜌, 0, 𝑠) = 𝑢(𝜌, 2𝜋, 𝑠), при каждом 𝑠 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅)}}, где пространство

функций ∈
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅)} получено замыканием множества функций { 𝑢(𝜌, 𝜑) : 𝑢(𝜌, 𝜑) ∈

𝐶1(𝐾̄𝑅), 𝑢𝜌(𝑅, 𝜑) = 0, 𝑢(𝜌, 0) = 𝑢(𝜌, 2𝜋), 𝑢𝜑(𝜌, 0) = 𝑢𝜑(𝜌, 2𝜋)} в метрике пространства функ-
ций 𝑊 1

2 (𝐾𝑅).
Фазовым пространством начально-краевой задачи (1)-(2) является пространство

𝐻(𝐾𝑅;−𝑇, 0) = {𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) : 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠) ∈ 𝐿2(𝐾𝑅) при каждом −𝑇 ≤ 𝑠 ≤ 0, ||𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠)||𝐿2 ∈
𝐶([−𝑇, 0])}, норму в котором определим как ||𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠)||𝐻 = max𝑠 ||𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠)||𝐿2 . Областью
определения правой части уравнения (1) является пространство 𝐻1(𝐾𝑅;−𝑇, 0), при этом

оператор ∆𝜌𝜑 считаем симметрично расширенным на пространство
∘

𝑊 1
2 (𝐾𝑅). Норму в

𝐻1(𝐾𝑅;−𝑇, 0) определим как ||𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠)||𝐻1 = max𝑠 ||𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑠)||𝑊 1
2
.

Под решением начально-краевой задачи (1)-(2), определенным при 𝑡 > 0, будем пони-
мать функцию 𝑢(𝜌, 𝜑, 𝑡 + 𝑠) ∈ 𝐻1(𝐾𝑅;−𝑇, 0) (при каждом 𝑡 > 0), непрерывно дифферен-
цируемую по 𝑡 при 𝑡 > 0, обращающую уравнение (1) в тождество и удовлетворяющую
начальным условиям (2).

В работе исследована динамика однородных состояний равновесия и их устойчивость в
зависимости от параметров уравнения (1). В плоскости основных параметров управления
(коэффициента усиления 𝐾 и угла поворота 𝜃) с использованием метода 𝐷-разбиений и
его специальной параметризации построены области устойчивости (неустойчивости) од-
нородных состояний равновесия. Исследована динамика областей устойчивости в зависи-
мости от величины запаздывания и других параметров начально-краевой задачи. Изуче-
ны возможные механизмы потери устойчивости однородными состояниями равновесия.
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С использованием метода центральных многообразий и теории бифуркаций исследованы
возможные бифуркации пространственно неоднородных автоколебательных решений, а
также их устойчивость. Изучена динамика таких решений в окрестности границы обла-
сти устойчивости в плоскости управляющих параметров.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 19 31 90133).
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