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Рассматривается нелинейная краевая задача, определенная на отрезке 𝑥 ∈ [0, 1]:

𝑢𝑡𝑡 + (𝑔1𝑢𝑡 + 𝑔2𝑢𝑡,𝑥𝑥𝑥𝑥) + (1− 𝑖𝜔)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑥𝑥(𝑎1
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𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0, (2)

где 𝑢 = 𝑢1(𝑡, 𝑥) + 𝑖𝑢2(𝑡, 𝑥) - комплекснозначная функция, 𝑔1, 𝑔2, 𝜔, 𝑎12 - некоторые поло-
жительные константы. Данная задача возникает в механике роторных систем и описы-
вает поперечные колебания вращающегося ротора постоянного сечения из вязкоупругого
материала, концы которого шарнирно закреплены. Краевая задача (1), (2) записана в
перенормированном виде, коэффициенты уравнения (1) имеют вполне конкретный фи-
зический смысл. Так, например, 𝜔 - нормированная скорость вращения ротора. Краевая
задача (1), (2) имеет нулевое состояние равновесие. Справедливо следующее:
Утверждение. Решение 𝑢 ≡ 0 асимптотически устойчиво, если 𝜔 < 𝜔* и теряет устойчи-
вость, если 𝜔 > 𝜔*. При 𝜔 = 𝜔* реализуется критический случай.

Величина 𝜔* > 0 и определяется, как

𝜔* = 𝑚𝑖𝑛 𝜔𝑛, 𝜔𝑛 =
𝑔1 + 𝑔2(𝜋𝑛)
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Стоит отметить, что данный минимум реализуется на номере 𝑚, который определяется
следующим образом:

𝜔* = 𝑚𝑖𝑛 (𝜔𝑚0 , 𝜔𝑚0+1), 𝑚0 = 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟[
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.
В случае, если 𝜔 > 𝜔*, в частности, 𝜔 > 𝜔𝑘, где 𝜔𝑘 - представитель последовательности

𝜔𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3... справедлива следующая теорема:
Теорема. Краевая задача (1), (2) имеет автомодельное периодическое решение вида

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜂𝑘𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜎𝑘𝑡)𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑘𝑥),

где

𝜂2𝑘 =
2

𝑎1
* 1

𝜔2
𝑘

(𝜔2 − 𝜔2
𝑘), 𝜎𝑘 =

𝜔(𝜋𝑘)4

𝑔1 + (𝜋𝑘)4𝑔2
, 𝑘 = 1, 2, 3...

Источники и литература

1) Болотин В.В. Неконсервативные задачи теории упругой устойчивости // М. Наука.
1961. С. 339

2) Кубышкин Е.П. Автоколебательные решения одного класса сингулярно возмущен-
ных краевых задач // Дифференциальные уравнения. 1989. Т. 25. No. 4. С. 674-
685

1


