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Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè a = u + e, ãäå
e � èäåìïîòåíò, à u � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì,
åñëè âñÿêèé åãî ýëåìåíò ÷èñòûé. Ïîíÿòèå ÷èñòîãî êîëüöà áûëî ïðåäëîæåíî Íèêîëñî-
íîì â 1977 ãîäó [3]. Íèêîëñîí äîêàçàë [3], ÷òî ÷èñòûå êîëüöà � çàìåíÿåìûå êîëüöà, à
çíà÷èò â ÷èñòîì êîëüöå èäåìïîòåíòû ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ ëþáîãî ëåâîãî (ïðàâî-
ãî) èäåàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à èçó÷åíèÿ êîëüöà ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ñâîéñòâ åãî
ôàêòîðêîëåö ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòüñÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñòîå êîëüöî.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîèñê íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ÷èñòîòû êî-
ëåö. Ýòà òåìàòèêà ïðèâëåêëà â ïîñëåäíåå âðåìÿ âíèìàíèå ìíîãèõ ñïåöèàëèñòîâ (ñìîòðè
[2, ãë.13], à òàêæå [4,5,6]).

Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîìó ìîäóëþ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êîëüöî âñåõ ýíäî-
ìîðôèçìîâ ýòîãî ìîäóëÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïèñàíèå êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ ìî-
äóëÿ ìîæåò ïîìî÷ü â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñàìîãî ìîäóëÿ. Ïîñêîëüêó àáåëåâû ãðóïïû ÿâ-
ëÿþòñÿ Z�ìîäóëÿìè, âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè íåîáõîäèìûõ è äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé ÷èñòîòû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï. Ñîãëàñíî ôàêòàì,
äîêàçàííûì â [4,6], ïîëó÷àåì, ÷òî êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ
÷èñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ å¼ ðåäóöèðîâàííîé ÷àñòè
÷èñòî.

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåä¼ííûõ èññëåäîâàíèé áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, äàþùèå óñëî-
âèÿ ÷èñòîòû êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ âïîëíå ðàçëîæèìûõ è îãðàíè÷åííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Òåîðåìà 1. Åñëè B � âïîëíå ðàçëîæèìàÿ ãðóïïà ñ ðåäóöèðîâàííîé ÷àñòüþ A, òî

êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû B � ÷èñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A =
⊕
p∈Π

(
np⊕
i=1

Ai
p),

ãäå Π � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, Ai
p ∼= Qp (p ∈ Π, i = 1, ..., np, np ∈ N), Qp

� ãðóïïà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ p.

Òåîðåìà 2. Êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ îãðàíè÷åííîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì.

Ëèòåðàòóðà

1. Êðûëîâ Ï.À., Ìèõàëåâ À.Â., Òóãàíáàåâ À.À. Àáåëåâû ãðóïïû è èõ êîëüöà ýíäî-
ìîðôèçìîâ. Ì., 2006.

2. Òóãàíáàåâ À.À. Òåîðèÿ êîëåö. Ì., 2009.

3. Nicholson W.K. Lifting idempotents and exchange rings // Trans. Amer. Math. Soc.
1977. � 229. p. 269�278.

1



Êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîìîíîñîâ 2011¿

4. Han J., Nicholson W.K. Extension of clean rings // Commun. Algebra, V. 29. 2001.
�6. p. 2589-2595.

5. Nicholson W. K., Varadarajan K., Zhou Y. Clean endomorphism rings // Arch. Math.
2004. �83. p. 340�343.

6. Camillo V.P., Khurana D., Lam T.Y., Nicholson W.K., Zhou Y. Continuous modules
are clean // J. Algebra. 2006. �304. p. 94�111.

Ñëîâà áëàãîäàðíîñòè

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Êðûëîâó Ïåòðó Àíäðååâè÷ó

2


