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Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì çàïîëíåíèè êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âïåðâûå
áûëà ïîñòàâëåíà Èâàíîâûì è Òóæèëèíûì â ñòàòüå [1]. Îíà âîçíèêëà íà ñòûêå äâóõ
êëàññè÷åñêèõ ïðîáëåì: ïðîáëåìû Øòåéíåðà î êðàò÷àéøåé ñåòè è ïðîáëåìû Ãðîìîâà î
ìèíèìàëüíîì çàïîëíåíèè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîM . Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå
ñâÿçíûå âçâåøåííûå ãðàôû, òàêèå ÷òî ìíîæåñòâî èõ âåðøèí ñîäåðæèòM è äëÿ ëþáûõ
äâóõ òî÷åê èç M âåñ ëþáîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî èõ â ãðàôå, íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (òàêèå âçâåøåííûå ãðàôû íàçûâàþòñÿ çàïîë-

íåíèÿìè äàííîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà). Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî
çàïîëíåíèÿ, òî åñòü çàïîëíåíèÿ íàèìåíüøåãî âåñà. Âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà M îáîçíà÷àåòñÿ mf(M).

Òåîðåìà 1. [1] Ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò, áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ áèíàðíûì äåðå-
âîì (òî åñòü äåðåâîì, ó êîòîðîãî âåðøèíû, ëåæàùèå â M , èìåþò ñòåïåíü 1, îñòàëüíûå
âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà âåñà ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåíèÿ
çàïîëíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ áèíàðíûìè äåðåâüÿìè.

Îïðåäåëåíèå 2. [2] Íàçîâåì ìóëüòèîáõîäîì êðàòíîñòè k áèíàðíîãî äåðåâà G =
(V, E) çàìêíóòûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé 2k ðàç ïî êàæäîìó ðåáðó ãðàôà G.

Ïóñòü òåïåðü áèíàðíîå äåðåâî G çàòÿãèâàåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M . Òîãäà
êàæäîìó ìóëüòèîáõîäó π ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî p(M, π) � ïåðèìåòð
ýòîãî îáõîäà.

Òåîðåìà 2. [2] Âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
M ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

mf(M) = min
G

max
π

p(M, π),

ãäåG� âñåâîçìîæíûå áèíàðíûå äåðåâüÿ, çàòÿãèâàþùèåM, π�èõ ìóëüòèîáõîäû, p(M, π)�
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèìåòðû.

Äàííàÿ ôîðìóëà ïîëåçíà êàê è ñàìà ïî ñåáå, òàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàçëè÷íûõ
ñâîéñòâ ìèíèìàëüíûõ çàïîëíåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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